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Fractales dans la nature

Image construite à partir d’images extraites du site d’ECOIST : 
http://webecoist.momtastic.com/2008/09/07/17-amazing-examples-of-fractals-in-nature/

http://webecoist.momtastic.com/2008/09/07/17-amazing-examples-of-fractals-in-nature/


Les trois familles

• PARTIE A : objets et courbes construits de 
manière géométrique et itérative

• PARTIE B : construction analytique de courbes

• PARTIE C : itérations et ensembles du type Julia-
Fatou-Mandelbrot

 Cas déterministes

 Cas aléatoires (non traités)



PARTIE A :

• Objets et courbes construits de manière 
géométrique et itérative.

• On part d’un « motif » qu’on multiplie à 
l’infini, en changeant d’échelle, selon 
une certaine procédure géométrique.

• On définit ensuite sa dimension 
fractale. 



Courbe : aire limite =   9/5 fois l’aire du premier triangle.  Flocon :  aire limite = 8/5 
du triangle initial.  
LONGUEUR INFINIE dans les 2 cas.  Multiplication par 4/3 à chaque itération.
Le flocon de Koch satisfait à aire = donnée et périmètre maximum.  
http://fr.wikipedia.org/wiki/Flocon_de_Koch

Courbe et flocon de 
Von Koch (1906)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Flocon_de_Koch


Les poussières de CANTOR

• http://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble_de_Cantor

On construit cet ensemble de manière itérative à 
partir du segment en enlevant le tiers central ; puis 
on réitère l'opération sur chaque nouveau segment, 
et ainsi de suite. Division de la longueur des 
segments par 3, multiplication du nombre de 
segments par 2. On peut voir les six premières 
itérations du procédé sur le schéma suivant :

http://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble_de_Cantor


Triangle et carré de Sierpiński

http://www.mathcurve.com/fractals/sierpinski/sierpinski.shtml

Triangle de Sierpiński

Côtés divisés par 2 : 1 triangle donne 4 triangles. On « oublie » le 
triangle central et on continue avec les 3 autres

Côtés divisés par 3 : 1 carré donne 9 carrés…

http://www.mathcurve.com/fractals/sierpinski/sierpinski.shtml


Baderne d’apollonius (3 siècles avant J.-C.)

• Référence historique, la plus ancienne !
• http://www.3dfractals.com/docs/Master_Thesis_Lajoie.pdf

1 triangle curviligne donne naissance à 3 triangles, qui donnent 
naissances à 9 triangles…

http://www.3dfractals.com/docs/Master_Thesis_Lajoie.pdf


Pentagone de Albrecht Dürer (1525)

Référence historique, après celle d’apollonius
http://villemin.gerard.free.fr/Wwwgvmm/Suite/FracDure.htm

1 pentagone donne naissance à 6 pentagones. On oublie les zones 
qui ne sont pas dans ces 6 pentagones. On continue pour chaque 
nouveau pentagone…

http://villemin.gerard.free.fr/Wwwgvmm/Suite/FracDure.htm


Ensembles 3D

Eponge de MengerPyramide de Sierpiński



Poumon : volume restreint… grande surface

17 - 23 : regroupement en acini au nombre de 30 000. La surface respiratoire 
couverte par les 300 millions d’alvéoles est de l’ordre de 200 m2, avec un paroi 
très fine contenant les capillaires sanguins de manière à permettre les échanges. 
Motif répétitif = bifurcation avec diminution du diamètre de 0,85 %

Crédit : Paul Cazeaux.   www.math.ens.fr/enseignement/telecharger_fichier.php?fichier=420



Modélisation d’une côte

2 motifs à répéter 
selon une certaine 
règle ou de façon 
aléatoire.

La longueur tend vers l’infini avec le nombre d’itérations.
Pas : 1, 1/3, 1/9, 1/27… Longueurs : 1, 4/3, 16/9, 64/27…



La côte de la Grande-Bretagne

La longueur varie en fonction de l’instrument de 
mesure ! Dimension de la côte ?



La dimension fractale
• Procédé par analogie dans R2 et R3. 

• Un carré ( d = 2): partage des côtés en 2. Coefficient 
de réduction = 2. Nb de « petits » carrés = 4  (= 2 2)

• Un cube ( d = 3): partage des côtés en 2. Coefficient 
de réduction = 2. Nb de « petits » cubes = 8  (= 2 3)

• Dans les 2 cas, si m est le nombre de sous-ensembles 
créés, n le coefficient de réduction, d la dimension  (2 
ou 3) on a :

• m = nd ↔      log m = d . log n

• d = log m / log n   (dimension fractale)



Exemples de dimensions fractales (I)

Koch, m = 4, n = 3, 
d = log 4 /log 3 = 1,26…
Idem pour la côte de la Grande 
Bretagne ou de… la Bretagne.

Poussière de cantor , m = 2, n = 3, 
d = log 2 /log 3 = 0,63…

Crédit  images Wikipedia



Exemples de dimensions fractales (I)

Tapis de Sierpinski : m = 8, n = 3, 
d = log 8 /log 3 = 1,89… 

Crédit  images Wikipedia

Eponge de Menger : m = 20, n = 3, 
d = log 20 /log 3 = 2,72…



Fractales :  bilan

• Autosimilarité

• Dimension pas toujours entière

• Coubes continues

• Courbes sans tangentes

• Longueur infinie

• A l’intérieur d’un ensemble fini



PARTIE B 

• Construction analytique de courbes
• Il y a de nombreux exemples, en voici 

deux :
- Courbe de Péano
- Courbe de Hilbert

• Ces courbes ont les mêmes propriétés 
que la courbe de Koch.



La méthode de Georg CANTOR (1874)
un segment  un carré  !!!

 Il y a autant de points sur le segment que sur le carré !!!
BIJECTION :
A tout point T du segment, il correspond un et un seul point  M du carré.
A tout point M du carré, il correspond un et un seul point T du segment.



Giuseppe Peano (1890)

T  M t  x(t), y(t)

Le passage de t au couple x(t), y(t) est très voisin de 
la méthode de Cantor. Mais Peano travaille en base 3.

t = 0, t1 t2 t3 t4 t5 t6… tn…  
Exemple : t = 0, 2 1 1 2 2 0…

A partir des « décimales » de rang impair (en rouge), 
Peano construit celles de x : x = 0, x1 x2 x3… xn…
Idem pour les décimales bleues : y = 0, y1 y2 y3… yn… 
(explications)



Propriétés de la courbe de Peano

• Peano démontre ceci : quand le nombre réel t 
parcourt tout le segment (0,1) alors le couple de 
réels (x(t),y(t)) parcourt  tout le carré (0,1)×(0,1).

• Courbe continue mais nulle part différentiable

• Il est impossible de dessiner la courbe qui 
représente les points de coordonnées   x(t),y(t)   
en fonction des valeurs de  t  puisqu’elle remplit le 
carré.

• Par contre, on peut construire des courbes 
partielles qui vont converger vers la courbe de 
Peano



http://www.mathcurve.com/fractals/p
eano/peanogeneralisee.shtml

• Dans le cas d'un carré partagé en 4 carrés, on obtient les courbes de 
Peano binaires, avec comme cas particuliers la courbe de Hilbert, ou 
la courbe de Moore. La courbe de Lebesgue est obtenue par le 
même principe de base, mais avec une astuce supplémentaire la 
rendant différentiable presque partout. 

• Dans le cas d'un carré partagé en 9 carrés on obtient les courbes de 
Peano ternaires ; lorsque les carrés sont parcourus par un balayage 
continu aller-retour, on obtient une courbe souvent appelée "la" 
courbe de Peano dans la littérature, car celui-ci en avait donné la 
paramétrisation dans son article de 1890 (mais la figure se trouvant 
dans cet article est celle de la courbe désignée maintenant par 
courbe de Hilbert ; Peano connaissait donc déjà bien cette dernière 
courbe ; il n'a détaillé la courbe ternaire que parce que les calculs 
sont plus simples dans ce cas). 

http://www.mathcurve.com/fractals/peano/peanogeneralisee.shtml
http://www.mathcurve.com/fractals/hilbert/hilbert.shtml
http://www.mathcurve.com/fractals/moore/moore.shtml
http://www.mathcurve.com/fractals/lebesgue/lebesgue.shtml
http://www.mathcurve.com/fractals/peano/peano.shtml


Courbe ternaire de Peano

9 carrés, 9 diagonales utilisées

81 carrés, 81 diagonales utilisées
…

Sens de parcours des diagonales

VERT (1)  
BLEU (3)
ORANGE (1) 
ROUGE (3)
VERT (1)



Courbe de Hilbert - Peano binaire

Le motif initial est reproduit à l’infini avec des raccordements, une entrée, une sortie 



Courbe de Hilbert

'

http://fr.wikipedia.org/wiki/Courbe_de_Hilbert

http://fr.wikipedia.org/wiki/Courbe_de_Hilbert


Exemples de dimensions fractales (III)

Courbe de Hilbert : m = 4, n = 2, 
d = log 4 /log 2 = 2

Courbe-surface : EXCEPTION !!!

Crédit images Wikipedia



PARTIE C :

Les ensembles du type 

Julia - Fatou - Mandelbrot



Systèmes dynamiques
• Un système dynamique est un système qui évolue avec le 

temps. Il est défini par : l’équation du mouvement qui 
établit la progression du système avec le temps ET par les 
conditions initiales (au démarrage).

• Exemple : mouvement d’une balle de golf.

- Les conditions initiales sont : 

- Sa position initiale, la balle est sur son Tee

- La vitesse initiale communiquée par le fer. 

- L’équation du mouvement provient de l’exploitation de la 
loi  f = m.

• Si on modifie légèrement les c.i. : les trajectoires restent 
voisines.  En est-il toujours ainsi ?



Chaos
• NON, il y a des systèmes dynamiques extrêmement sensibles aux 

c.i. : c’est le phénomène du chaos, il s’agit de  systèmes chaotiques. 

• C’est le cas du système solaire, H. Poincaré (1891) : il est instable, 
chaotique. Le choc des planètes : Mercure, Mars, Vénus, Terre. 
Jacques Laskar, belle vidéo.

• Mary Carthwright (1938) : modélisation des radars, l’équation de Van 
der Pol est chaotique aux puissances élevées.

• Edward Lorenz travaille en 1963 sur la météo. Il modélise avec un 
système dynamique de 3 équations (différentielles) à 3 fonctions 
inconnues. Il découvre un système chaotique (annoncé par Poincaré)

• Sa présentation de cette affaire :

Does the flap of a butterfly’s wings in Brazil set off a tornado in Texas 
? Le battement d’ailes d’un papillon au Brésil provoque-t-il une 
tornade au Texas ?



Systèmes dynamiques discrets

• Dans un système dynamique, le temps est continu. 
On peut envisager des systèmes où le temps 
prend des valeurs discrètes, ex : l’ensemble des 
entiers.

• Le système dépend alors de la suite des entiers 1, 
2, 3…n... L’équation qui permet au système 
d’évoluer est du type un+1 = f(un) , où f est une 
fonction ou transformation donnée.

• Les conditions initiales sont du type u0 = connu.

• Y a-t-il des systèmes discrets chaotiques ? Oui, 
nous allons en montrer quelques uns.



Un exemple simple de système discret
On donne une transformation f dans le plan et un point de 
départ M0.  On construit une suite récurrente de points M1

M2 M3 … Mn … où M1 = f(M0)    M2 = f(M1)   M3 = f(M2) …



Ensembles de Julia, Fatou, Mandelbrot 

• Nous allons construire des ensembles de points du 
plan. Au voisinage de la frontière d’un tel ensemble, 
la suite récurrente associée à un point de départ M0

pourra avoir un comportement chaotique (par 
exemple, la longueur de OMn tend vers l’infini avec 
n), alors que pour d’autres points de départ 
pourtant très proches cette longueur sera bornée.

• Les fonctions mathématiques utilisées sont très 
simples : polynômes, fractions rationnelles, 
fonctions trigonométriques…



Un exemple de transformation f

x’ = x2 – y2 + 10
y’ = 2 x y – 7

Formules extrêmement simples : polynômes.
En nombres complexes :  z’ = z2 + c
où :    z = x + i y     z’ = x’ + i y’      c = 10 -7 i



Suites récurrentes bornées ou non

On dit que la suite est bornée si on peut trouver un nombre R et 
que pour tout n on ait :     OMn <=  R  
Sinon, la suite est non bornée.



Ensembles de Julia et de Fatou
associés à f donnée. 

Point de départ d’une suite : M0 = (x0 , y0)
A l’aide de f on construit progressivement 
la suite récurrente M1 M2 M3 …  Mn …
M0 est dans l’ensemble ‘rempli’ de Julia 
↔ La suite récurrente est bornée.

L’ensemble de Julia est la « frontière » de 
l’ensemble ‘rempli’. Il dépend de f.
Ensemble de Pierre Fatou (1878-1932) : le 
complémentaire de l’ensemble de Julia.



Visualisation d’un ensemble
• 1. Restriction sur les points : on se limite à 

des points d’un rectangle du plan. On fait un 
quadrillage fin en sous-rectangles appelés 
pixels. Les points M0 étudiés sont les centres 
des pixels. On va construire une image.

• 2. Balayage des pixels. Pour chaque pixel, on 
construit la suite (merci aux ordinateurs). On 
tient compte des tests d’arrêt de cette 
construction pour affecter une couleur au 
pixel. 



Restrictions du nombre d’itérations
• Test d’arrêt 1 : pour une grande famille de 

transformations, on sait trouver (math…) un 
nombre K, tel que si pour un certain n on a :  OMn

>= K alors la suite n’est pas bornée. M0 n’appartient 
pas à l’ensemble. On affecte à ce point une couleur 
qui dépend de n (via une palette de couleurs)

• Test d’arrêt 2 : on donne un nombre MaxIter (100 
?). Si on est à l’itération n et que n = MaxIter, stop. 
On dira que le point M0 est dans l’ensemble  
‘rempli’ de Julia (expérience), on affecte à ce point 
une couleur particulière.



Ensembles de Julia
x’ = x2 – y2 + a
y’ = 2 x y + b

La fonction f dépend 
du point C de 
coordonnées (a,b) 

4 ensembles associés 
à 4 valeurs de (a,b) 

Un ensemble de Julia = frontière de l’ensemble de Julia rempli  (les points noirs)



Gaston Maurice Julia (1893 - 1978)
• Le premier article sur l'itération des fonctions rationnelles en 1917-1918. Il a 

conduit aux ensembles de Julia, de Mandelbrot et à bien d’autres ensembles.
• Brillant élève,  on lui facilite la poursuite des études secondaires (Lycée 

d’Oran) et supérieures à Paris. Major partout où il se présente ! (ENS, X…)
• Guerre de 1914 – 18, sur le chemin des dames, il est blessé  au visage en 

Janvier 1915, il avait 22 ans. Il portera toute sa vie un masque de cuir. 
• Mathématicien et musicien ! 
• http://fr.wikipedia.org/wiki/Gaston_Julia
• http://translate.google.fr/translate?hl=fr&sl=en&u=http://www-history.mcs.st-

andrews.ac.uk/Biographies/Julia.html&prev=/search%3Fq%3Dgaston%2Bjulia%26client%3Dfirefox-
a%26hs%3DrdL%26rls%3Dorg.mozilla:fr:officialGaston%20Julia

http://fr.wikipedia.org/wiki/Gaston_Julia
http://translate.google.fr/translate?hl=fr&sl=en&u=http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Julia.html&prev=/search?q=gaston+julia&client=firefox-a&hs=rdL&rls=org.mozilla:fr:officialGaston Julia


La transformation de Mandelbrot 

M’  = fc (M) 
La transformation   fc dépend d’un point C de       
coordonnées  (a , b).

M  ↔  (x , y)
M’  ↔ (x’ , y’)

x’ = x2 – y2 + a
y’ = 2 x y + b

Début de la suite récurrente : 
M0 =  O = ( 0 , 0)



Ensemble de Mandelbrot

Il est appelé M ou Mdbt :
C appartient à M
↔  la suite récurrente est bornée.

Gaston Julia et Pierre Fatou connaissaient ce 
genre d’ensemble. Mandelbrot en donné une 
représentation exceptionnelle. Adrien 
Douady lui a donné le nom d’ensemble de 
Mandelbrot.



Ensemble de Mandelbrot

http://math.cmaisonneuve.qc.ca/alevesque/chaos_fract/Mandelbrot/Mandelbrot.html

http://math.cmaisonneuve.qc.ca/alevesque/chaos_fract/Mandelbrot/Mandelbrot.html


Benoît Mandelbrot (1924 – 2010 )

• En 1958, départ définitif pour les Etats-
Unis.

• Benoit Mandelbrot était membre émérite 
du centre de recherches de la société IBM 
(Yorktown Heights) et professeur à 
l'Université de Yale.

Né à Varsovie, dans une famille juive d’origine lituanienne. 
Devant la menace hitlérienne, sa famille se rend d’abord à 
Paris, puis à Brive-la-Gaillarde.
C’est à Paris qu’il fut initié aux mathématiques par deux 
oncles dont l’un était professeur au Collège de France. 
Lycée Edmond-Perrier de Tulle, Lycée du Parc à Lyon, Ecole 
Polytechnique  (promotion 1944).



Mandelbrot
• Il a travaillé au début sur des applications originales de la 

théorie de l’information.

• Il a développé ensuite, en 1974, une nouvelle classe 
d’objets mathématiques : les objets fractals ou les 
fractales. Grand retentissement !

• En 2004, il a publié Une approche fractale des marchés
dans lequel il dénonce les outils mathématiques de la 
finance parce qu’il les juge inadaptés. 

• Cette même année, il avait demandé, sans succès, que les 
banques et les grandes institutions financières 
consacrent une petite partie de leur budget à la 
recherche fondamentale.



Applications des fractales

0. Orienter vers certaines méthodes numériques 
1. Infographie, cinéma, télévision, art graphique
2. Compression d’images
3. Antennes
4. Mur anti-bruit
5. Aérogels de silice
6. Dépistage du cancer du sein.
7. Recherche de nappes de pétrole
8. Percolation (ciment)
9. Finances

JOSIANE LAJOIE 
http://www.3dfractals.com/docs/Master_Thesis_Lajoie.pdf
et la bibliographie de ce document

http://www.3dfractals.com/docs/Master_Thesis_Lajoie.pdf


Quelques logiciels

• Gecif http://www.gecif.net/ et plus de 100.000 fractales !

• Ultra Fractal (Gratuit 30 jours) http://www.ultrafractal.com/

• Fracint http://www.fractint.org/

• Fractal Forge   http://sourceforge.net/projects/fractalforge/

• Maple. Plusieurs  programmes 

• Xaos http://fr.wikipedia.org/wiki/XaoS

• MDLB  http://robert.mellet.pagesperso-
orange.fr/mdlb/mdlb_02.htm

• PANOMAND
http://www.unilim.fr/pages_perso/jean.debord/panoramic/m
andel/panoramic_mandel.htm

http://www.gecif.net/
http://www.ultrafractal.com/
http://www.fractint.org/
http://sourceforge.net/projects/fractalforge/
http://fr.wikipedia.org/wiki/XaoS
http://robert.mellet.pagesperso-orange.fr/mdlb/mdlb_02.htm
http://www.unilim.fr/pages_perso/jean.debord/panoramic/mandel/panoramic_mandel.htm


• 24 images tirées au hasard parmi les 100 000 fractales proposées sur le site 
http://www.gecif.net/galeries/
de Jean-Christophe MICHEL
Sur le site, Zoom possible et recommandé pour chaque galerie

http://www.gecif.net/galeries/


Quelques sites à visiter (I)

• Jean-Christophe MICHEL : (100.000 images)

http://www.gecif.net/galeries/

• Robert FERREOL :

http://www.mathcurve.com/fractals/fractals.shtml

• Jean-François COLONNA :

http://www.lactamme.polytechnique.fr/Mosaic/descripteurs/Fractal.01.ht
ml

• André LEVESQUE :

http://math.cmaisonneuve.qc.ca/alevesque/

• Gérard VILLEMIN :

http://villemin.gerard.free.fr/Wwwgvmm/Suite/Fractal.htm#sites

• Jean-Noël HAAS :

http://perso.numericable.fr/~haasjn/haasjn/Mandelbrot.html

• Serge MEHL :

http://serge.mehl.free.fr/anx/cbe_peano.html

• Robert Mellet

http://robert.mellet.pagesperso-orange.fr/mdlb/mdlb_04.htm

http://www.gecif.net/galeries/
http://www.mathcurve.com/fractals/fractals.shtml
http://www.lactamme.polytechnique.fr/Mosaic/descripteurs/Fractal.01.html
http://math.cmaisonneuve.qc.ca/alevesque/
http://villemin.gerard.free.fr/Wwwgvmm/Suite/Fractal.htm
http://perso.numericable.fr/~haasjn/haasjn/Mandelbrot.html
http://serge.mehl.free.fr/anx/cbe_peano.html
http://robert.mellet.pagesperso-orange.fr/mdlb/mdlb_04.htm


Quelques sites à visiter (II)
• Science étonnante :  http://sciencetonnante.wordpress.com/2013/04/01/les-

courbes-remplissantes-ou-comment-faire-un-coloriage-avec-un-crayon-
ponctuel/

• Zooms magnifiques :
http://neave.com/fr/fractal/

• Arnaud CHERITAT :
http://images.math.cnrs.fr/L-ensemble-de Mandelbrot.html

• Des jeunes et des fractales :
http://www.csteq.com/pages_htm/projets_jeunes/projet.jsp?projet=15

• Paul CAZEAUX  : 
www.math.ens.fr/enseignement/telecharger_fichier.php?fichier=420

• Benjamin MAUROY :
http://benjamin.mauroy.free.fr/publis/mauroy_these.pdf

• Michèle AUDIN : un beau livre sur Fatou, Julia, Montel…
http://www.springer.com/mathematics/history+of+mathematics/book/978-3-
642-00445-2

Et puis, pour terminer une mention spéciale à une jeune mathématicienne pour la 
qualité de son article :

• JOSIANE LAJOIE :
http://www.3dfractals.com/docs/Master_Thesis_Lajoie.pdf

http://sciencetonnante.wordpress.com/2013/04/01/les-courbes-remplissantes-ou-comment-faire-un-coloriage-avec-un-crayon-ponctuel/
http://neave.com/fr/fractal/
http://images.math.cnrs.fr/L-ensemble-de Mandelbrot.html
http://www.csteq.com/pages_htm/projets_jeunes/projet.jsp?projet=15
http://www.math.ens.fr/enseignement/telecharger_fichier.php?fichier=420
http://benjamin.mauroy.free.fr/publis/mauroy_these.pdf
http://www.springer.com/mathematics/history+of+mathematics/book/978-3-642-00445-2
http://www.3dfractals.com/docs/Master_Thesis_Lajoie.pdf


Quelques sites à visiter (III)
Pour la qualité du contenu et des zooms
• Jean-Christophe MICHEL : (100.000 images)

http://www.gecif.net/galeries/
• Sylvain TIMSIT :

http://www.syti.net/Fractals.html
• FRAX

http://fract.al/about

Et puis, pour terminer une mention spéciale à une 
jeune mathématicienne pour la qualité de son article :
JOSIANE LAJOIE :
http://www.3dfractals.com/docs/Master_Thesis_Lajoie.pdf

http://www.gecif.net/galeries/
http://www.syti.net/Fractals.html
http://fract.al/about
http://www.3dfractals.com/docs/Master_Thesis_Lajoie.pdf
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